ELEMENTS DE REPONSE DES EXERCICES DU CHAPITRE 6

FICHE 1

EXERCICEN°5:
10 page 36@lu LIVRE :
1) Les coordonnées cartésiennes de A ; B et C siit; 1) ; B(2 ; - 1) et C(1 +d3 ; 1 +/3).
2) On utilise le théoreme :
A ; B et M sont des points d’affixes respectizgs zs etz telles quez # za etz # zg, alors

O~ O s -7
(MA, MB) = arg(ZA . z)'

O- O~ 710 ,0- 0O-

3) On trouve : AB, AC) =5 (BC, BA)

AR égy =T
3,(CA , CB) =5
On en déduit que le triangle ABC est rectangle et due AB =lBC.

2
12 page 361 du LIVRE :
1) Les points E et F ont pour coordonnées cartésgenBE3 ; 1) et F(- 1 ; 2).
Le point H appartient au demi-cercle de diametig kesupérieur » et a la médiatrice de [EF].

2)a)|Z|=1etarg (2) %car EHF est un triangle rectangle isocéle diradte

b) On en déduit que Z Fetz, _3 +Zi.

2 2
18 page 361 du LIVRE :
1) Soit A(3 — 2) le point origine del;.

M2 Od = (u ,RM):T—Z-[@ argQ_zA):gc. argQ_3+2):7_2-[_

2)M@ Od, = arge-2-i)=m;M(2 Ods = arg(z—1_3):-37";

M(2) Oy = argg+1+d) =0

7
19 page 362 du LIVRE :

a) Soit A(1). L’ensemble cherché est la demi-droké privée du point A et passant par le point
A'(2 +1).

b) Soit B(). L'ensemble cherché est la demi-droitg)]Brivée du point B et passant par le point B'(2

c) Soit C(-i). L'ensemble cherché est la demi-droite)]@rivée du point C et dirigée par tel que
- o T
(u,w) =3
d) Soit D(1 +i) L’ensemble cherché est la demi-droites)|[privée du point D et passant par le poinf B(

EXERCICEN®° 6 :
86 page 374lu LIVRE :

1)b):Z'as =-1—4etZac =4,08—1,00

N 0o 0

On a, dans le repére orthonormal (@,;v) : AB.AC =0 et AB = 17 ; AC = 17,6868.

* 2) b) Soit A(4) et B(- 2). On trouve que I'ensemble cherché&suédiatrice de [AB].
e 2)c)Soit A(4) et B(- 2). Pour tout nombre complextel quez#4i ;z#-2:

Z_ZA) =0 ou aréﬁ) =11 = M(2) O (AB) et M distinct de A et M distinct de B.
Enfin, lorsquez = 4i, alorsz’ = 0 etz’ est un réel. Donc A est un point de I'ensembleaiée
L’ensemble cherché est la droite (AB) privée dunp8i.

88 page 374 du LIVRE :

1) A(a) ; B(b) et M(2). On suppose que£ a etz b.

Z réel = ar
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ar{z;:) = argg—b) — argg —a) d’'apres le pré-requis 1).
ar{ ) (U, BM) — (U, AM) d'aprés le pré-requis 2) ...

ar{Z ) = (MA, MB) car (-4 , - V) = (U, V) pour tous vecteurs etv non nuls.

2) a) Pour tout nombre complexet 2i etz# - 1,

x 0~ 0o - -
ZUOR « arg(Z) =m = (MA, MB) = 1t avec M distinct de A et M distinct de B M [ JAB].
L’ensemble cherché est le segment ouvert JABJ.
2) b) Pour tout nombre complexet 2i etz#- 1,

Z est un imaginaire pur arg(2) =g[n]

Z est un imaginaire pur (I\EIA, I\D/II§) :g[rﬂ avec M distinct de A et M distinct de B

Z est un imaginaire pur= M [ cercle de diametre [AB] avec M distinct de A edidtinct de B.
L’ensemble cherché est le cercle de diameétre [ABEpdes points A et B.

EXERCICE N° 7 : Extrait du sujet d’Amérique du Sud, novembre 20089.

0 - 0 - o 0 - o [
l.az=-1-i;1. b.AP(- 1 +i) etBP’(1 —i) doncBP’ = - AP. Les vecteurBP’ et AP sont donc
colinéaires.

0= > - 0> 0o
1. c.PP’(- 2 — 2) et dans le repere orthonormal (@, v), on a :AP.PP’ = 0.

. o z(z-2)
2. Pour tout point M distinct de A : M’ = M= _—2:2 = ...zOR.
Z -

L’ensemble des points invariants fast I'axe (O ;u) privé du point A.
3. a.Pour tout nombre complexe(z— 2)(7 -2)=|z- 2f ce qui prouve quez{- 2)(? -2)0R".
3. b.Pour tout nombre complexalistinct de 2, on a:
774+2 zz-4
2-2  (z-2)(z -2)
Or,zz=pfOR", doncg z -4)OR et g—2)(z - 2)0R* d'aprés la question 3. a., donc :

+2 )
T est un réel.
3. c.Soitza ; z5 ; zetz' les affixes respectlves des points A;B; Met M’

Pour tout point M différent de A, on a (d’apréed3.: ﬁ OIR.

pour tout nombre complexadistinct de 2

Zz;zA =0« =23 =« 27=-2 = [ =2 = M appartient au cercle de centre O et de rayprivé
du point A.

Si M appartient au cercle de centre O et de rayprnv2 du point A, alorg’ = - 2.
M’ est confondu avec B dans ce cas et la droite’[Blv¢xiste pas.

. . zZ'— L
Si M n’appartient pas au cercle de centre O etgerr 2, alorg’ # - 2 et . zZAB est un réel non nul.

Z'—73

OR - arg(
Z-2n Z-2p
Ce qui prouve que les droites (AM) et (BM’) sontadkeles pour tout point M n'appartenant pas aweleer
de centre O et de rayon 2.
4. Soit M un point quelconque non situé sur la droiB).
On veut prouver que les droites(AM) et (MM’) somtrpendiculaires.

) O = (AM BM)—knaveckDZ
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La droite (AB) est I'axe réel donc, comme M n'appart pas a (AB), alors I'affixe de M n’est pasltée

et s’écrit sous la formez=x +iy avecx 0 R ety O R.

Par ailleurs, comme M n’est pas situé sur (AB)rsaM est distinct de A et M’ est distinct de M (dfas
2., les points invariants sont les points situéd’axe des réels privé de A). Par suite, les é{tAM) et
(MM’) existent bien.

1 - . . . D*, . . —45/2 H 4y(X—2)
On prouve que AM a pour affixe x — 2 +iy etMM’ a pour affixe Tx= 2)2 +y2 + '(x— 2)2 +y2'

Pour tout point M d’affixe non réelle=x +iy (x J IR ety 0 R), on a, dans le repére orthonormal
- S - [
(O;u,v):AM.MM’ = 0.
[ 0 -
Les vecteurs non nuBsM et MM’ sont donc orthogonaux, ce qui prouve que lestds (AM) et (MM’)
sont perpendiculaires.
5

* Si M est un point de la droite (AB) privée du pbA, alors son image M’ est lui-méme ;
* Si M appartient au cercle de centre O et de ré&/pnivé de A, alors son image M’ est le point B.

* Si M n’appartient ni & la droite (AB), ni au céale centre O et de rayon 2, alors pour obtemir so
image M’ :

- on trace la droite (d) paralléle & (AM) et padgzar B ;

- on trace la perpendiculaire (d’) a la droite (Apassant par M ;

- le point d’intersection de ces deux droites dolenpoint M’.
* Pour veérification de la construction, on trouverg le point Q'(- 0,2 ; - 3,6)

EXERCICE N° 8 :
44 page 366 du LIVRE :

¢ a pour centre le poif2 d’affixe% et a pour rayon :%.
_ 4.1
A 1A O ¢carQAo= fao -5 =5
A2 ab =-2+3i:2 b.on prouve qub1 =D _; on en déduit ques(0, B'B) = Jet B'O = B'B
L Z.a. 5 tol e b ﬁ . , 2 .

Ceci prouve gue le triangle OBB’ est rectangle é®en B'.
B. 1. a.Par I'’énoncéz+# 0 eta# 0, doncz’ # 0. De plusz#0 et at 1, doncz’ #z.

[ 0 -
Par suitez’ # 0 etz’ —z # 0, donc arg(Z) existe bien éfl{O, M'M) existe bien.
- [ [ [ 0 -
D’une part, arg(Z) = arézzf,z) = (OM’, MM’) [2 1] ou arg(Z) = 'O, M'M) [2 1] car
(- u,-v)=(u, V) pourtous vecteurs etv non nuls.
D’autre part, arg(Z) = aré%l) [21] et on obtient I'égalité demandée.

p p Oz Oo . . a—1 0O~ O O 0O
B. 1. b.a#0 eta# 1 par énonce, don@&Q, Al) existe bien. aréT) = (0A, IA) = (A0, Al) [2™.

B. 1. c.OMM’ est rectangle en M= (M'O, M'M)
A distinct de .

OMM'’ est rectangle en M= le triangle AOI est rectangle en A avec A distidetO et A distinct de I.
OMM’ est rectangle en M= A est un point du cercle de diametre [Ol] pries ghoints O et I.
Conclusion : OMM'’ rectangle en M’ (avec M et M’ digtincts de O) = A est un point du cercleg
privé de O et I.

B. 2. M est un point de I'axe des réels distinct de © A{a) est un point de distinct de O et I.

M est un point de I'axe des réels distinct de @ donc argf) = 0 [r1.

TtT 0o 0O - TT .
E[n] = (AO, A|)=§[Tﬂ avec A distinct de O et
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z#0 eta;ﬁ 0 doncz #0 et par swteCDA OM ) existe bien.
D'ou : (OA OM )= arg( ) arge) =0 [ < M’ estun point de la droite (OA).

D’aprés B. 1. c., comme A est un pointdedistinct de O et |, alors OMM’ est rectangle en M’

OMM’ est rectangle en M’, donc (MM") est perpendaive a (OM’) ou a (OA) vu que M’ est un point de
(OA). Comme (MM’) est perpendiculaire a (OA) et ddeest un point de (OA), alors on en dédmyite

le point M’ est le projeté de M sur la droite (OA).

47 page 366 du LIVRE: Corrigé dans le livre.
a) Soit A(1). On prouve queu ADM) = %T[ZTI]. L’ensemble cherché est la demi-droite)]Arivée du

point A et dirigée par le vectewr tel que U, w) —5—T[

b) Soit B(2 +i). On prouve quey, BM) = 7 =-5 [2Tﬂ. L’ensemble cherché est la demi-droites)|B
privée du point B et passant par B’(2).
c) Soit C(1 ). On prouve quely, CD:I\7I) :%T[[Zn]. L’ensemble cherché est la demi-droiter)]@rivée du

point C et dirigée par le vecteltrtel que (U, k) = 2;
58 page 368 du LIVRE.
1. a.Le point O a pour image le point B. Le point D(D a pour image le point C(1i¥

1. b.L’équationz’ = zadmet deux solutions; = 1 etz, = - 1.

Il existe donc deux points invariants par I'applicaz— z’ : ce sont les points d’affixes 1 et (- 1).
1+iz_i(-i+2 _i(z=i)

z+i  z+i 0 z+i

Par interprétation géométrique du module et d'gumrent d’'un nombre complexe, on en déduit que :

2. Pour tout nombre complexe:-i,ona z' =

M = |z |_| — | et(pouerlstlnctdeAetde B),ona:

arg’) = (U, OM") = 5 +argk—i)—argg +i) [21] = ... :E + (BM, AM) [271.

3. L'axe des réels est la médiatrice de [AB], don®lsast un point de I'axe des abscisses, alors M est
équidistant de A et B. Par suite : MA = MB et OM1=
Ceci prouve gue, dans ce cas, le point M’ est situde cercle de centre O et de rayon 1.

0o 0
4. Si M appartient au cercle de diamétre [AB] privéAlet B, alors :NIB, MA) = g[rﬂ.

[ e
D’apres la question 2., on en déduit:;, OM’) = g+ k’n+1—2T+ Xmtaveck 0 Z etk 0 Z.

L O - O
Onadonc:¢,OM) =k”m+ Zkmaveck [0 Z etk” (1 Z ou (u,OM’) =0 [r].
Ce qui prouve que M’ est un point de I'axe des &isss.
EXERCICE N° 9 : Extrait du sujet Nouvelle-Calédonie, novembre 2005.
1. 0; =3 +Z| b=-2 -
n =V, = 373 1o = .
Les points A; B ; C; A’ ; B’ et C’ ont pour coandnées cartésiennes respectives : A(1; 2) ; Bj1 ;
C0;3); A(0;0); B(% ;% et C'(- 2 ; - 1)Attention a I'échelle : I'unité graphique est 3 cm.

2.Ref’) = %(4x —2) etimg) = %(ZX —y) avecx R ety O R.
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_1

, | | X= 3(4x ) x=2y 1

3.0nresoutz’'=z. 27 =z - 1 = lox=4 ° y =%

y =3(2x~y)

M(2) avec g=x +iy) est un point invariant pdr- y = %x

= M est un point de la droite (D) d’équatigr %x.

On remarque que les points A’ ; B’ et C’ appartiemina la droite (D).
4. Soit M (X ; y) un point guelconque du plan. Son image M’ fpapour coordonneées :

X :%(ZX—y) etyw 3(2x y). On a dongy = 1xM , Ce qui prouve que le point M’ appartient a la

droite (D).
5. a.Pour tout nombre complexgon a :

-z 1 {(3+4)z+5? }_1 3+ 4)7 +_ } (5_,_10) _q— 2%z +_z-z
Zn 1+3, 6 "z 6( )z =30 6 Z2=76 T3

or,z+ z = 2Rep) etz— z = ZIm(2). On en déduit que :

Z+ Z Re(z) z-z _ 2Im(z) Z+ Z Z- Z
6 - 3 eti 3 - 3 Ce qui prouve que—— est réel et queT est réel, doneZT
est bien réel.

5.b.Si M’ #M, alorsZTTZ est non nul, donc un argument—ZﬁLZe;—Z existe bien.

.. : ' -z .
D’aprés la question 5. a? est un réel, donc :

OR arg(Z’ZA) oM - (OA MM)—O[Tq = (OA) et (MM’) sont paralleles.

6.*Si N O (D), alors N est invariant p&et donc N est confondu avec son image N'.

*Si N O (D), alors, d’apres la question 4., on a N’ quanpient a (D).

Comme N’'# N (car N n’est pas invariant pgr alors (NN’) et (OA) sont paralleles d’aprés lsegtion
5. b. N’ est donc le point d’intersection de laitbdD) et de la paralléle a (OA) passant par N.

7'—Z

EXERCICE N° 10 : Extrait du sujet Amérique du Sud, novembre 2004.
Les points A ; B ; C § et P ont pour coordonnées cartésiennes respectives

A(5;5);B(1;3);C(8,-4)Q(5,0)etP(10;0).

Le rayon du cerclé est%OP = 5.

A. 1.QA = |a- w| = |5] = 5 ouw désigne I'affixe du poin®.
QB=[-4+3=5etQC=|3-4|=

On aQA = QB =QC =5, ce qui prouve que les points A ; B et C afpgranent au cerclE.
A. 2 .D a pour coordonnées cartésiennes (2 ; 2).

D - o N D - ., . \D — D — D — D —
*Zap =1—ietZgc=7—1,donc: %¢=2Zgp qui équivaut BC = 7BD. Les vecteur8C etBD sont
donc colinéaires, ce qui prouve que les point<Bet D sont alignés.

On a donc prouvé que le point D appartient & |&€(8C).

0 0~
* Le vecteurOD a pour coordonnées (2 ; 2) et le vecti®Qr a pour coordonnées (7 ; - 7).
- o 0o O 0 -
Dans le repere orthonormal (Qu; v), on a :OD.BC = 0, ce qui prouve que les vecteurs non Qilset

]
BC sont orthogonaux et donc les droites (OD) et)(8@t perpendiculaires.
Sous ces deux conditions, on en déduit que le @t le projeté orthogonal de O sur la droite XBC
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B. 1.Pour tout nombre complexanon nul, on az’ z = 20.

zetz’ sont non nuls, donc a@E) existe bien. On obtient alors :

- 0O- [ .
argz’)—argg =027 = (OM,OM)=01[21] = les vecteur®M etOM’ sont colinéaires et de
méme sens.

On a donc prouvé que les points O ; M et M’ soigreis quel que soit le point M du plan distinciQle

2. a.L’affixe du point M estz = 2 +iy ouy est un réel quelconque. On obtient alars 1z = 4.
2. b.Comme M appartient4, alors M est distinct de O, domtexiste.

S 20(2 + ?) 80
Pour tout point M d& d’affixez, ona z’+ z' = —— e

zz zz
On en déduit alors que, pour tout point Mxdd'affixe z: 5(z" + ?) =7z xz7.
Conclusion :5¢' + z' )=2z'x ' .

2. c.En posang’ =x’ +iy’ (X' OR ety’ OR), on obtient : 1& =x'% +y'%

On prouve queQM’' =5 = M’ 0T, oul estle cercle de centfe et de rayon 5 (partie A).

Par ailleurs, d’aprés B. 1., on sait que les pahtavl et M’ sont alignés, donc M’ est un point (@M).
Le point M’ est donc le point d’intersection (diféit de O) de la droite (OM) et du cerEle
Construction :On place un point quelconque M gurPour obtenir M’, image de M, on trace la droite
(OM) qui coupe le cerclE en les points O et M'.

EXERCICE N° 11 :

Dans le plan complexe rapporté au repére orthoratiret (O ;u, v), on note A ; B ; C et D les points
d’affixes respectives : - 1 423 + 2 ; 4i et (- 2).
l)a)lz+1-2|=3 =« AM=3 = M estsurle cercle de centre A et de rayon 3.

1)b)|z -3+23|=f-4| - [z-3-2|=k—4| « g-3-2/=k—4| « BM=CM

|z -3+2|=k—4| = M estsitué sur la médiatrice de [BC].

1) c) 2z + 2| = |(1 #[3)z + 4/3 — 4|

(1 +i\[3)z+ &f3 -4 = (1 +i\/3) z+ 4i(- 1 -in/3) = (1 +in/3)(z— 4) et par suite :

(1 +in[3)z + &[3 — 4| = 2 — 4|

2L +2|=|(1 #\3)z+4fB—4| = 2f+2|=2t—4| « g+2|=f-4] « DM=CM
2+ 2| = |(1 4/3)z + &/3 — 4] = M est situé sur la médiatrice de [DC].

2) a)Pour tout nombre complexdel quez+# 4i, on a:

argiz— 4) :g[rﬂ - (U,CM) :g[rﬂ - M est un point de la droite (G)) privée du point C, ot M

est un point tel que W, CMy) :g[Zn].
2) b) Pour tout nombre complexdel quez#3 + 3, on a:
arg(z -3+17) = -E[znj - arg(z—3-2)= -g[zrq ~ argg—3-12) :g[znj

arg(z -3+2)=-T[2m = (J,EM):’ZT[znj.

L’ensemble cherché est la demi-droite d’origingpByée de B, et passant par le point B’(4i} 3
2) ¢) Pour tout nombre complexdel quez#-2 etz#-1+2,0ona:
- [
arg(%) =1—21[n] = (AM, DM) :1—2T[n] = ADM est un triangle rectangle en M avec M distinc

de A et M distinct de DL.’ensemble cherché est le cercle de diamétre [AD}ipé des points A et D.
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FICHE 2

EXERCICE N° 1 : Extrait de I’épreuve du concours ESIEE (mai 2010)

i

(A) FAUX. On prouve que z= 24{% - |32E) =24 3

5Tt
el
(B) et (C) VRAI. On prouve que’ =12 % dou :

7T[
a———2e 6—2e eta Z(COS( ) isi 5—“ =2(—3E+1i)=-\/§+i.
(D) VRAI. a+2a\/§+4—(\/§+|)+2(\/§+|) \[3+4=3-%8Bi-1-6+23+4=0.

1 1 1 4m_1_1_ 1
— 3 4 _ 1 1.1
(E) FAUX. a’= 16e eta =16 3.0n prouve quez + . —4-1% 2 x co%) 85716
EXERCICE N° 2 :
35 page 335 du LIVRE :

7T[ 5T[ 4T[
21:4\/§e zz—\/éelz,zs G2 - 1)94,24 163 ; 25—2e5.
37 page 335 du LIVRE :
1.a)é:_1;/§+i\/§_

1 .
sous forme algébrique.
Vi) 2

5T[ T[ 11T[
1. b) On prouve que —\/Ee etz =e3. Onen dedwt— \/Ee 12 50us forme exponentielle.

2. Le module de— est doncx/é et un argument o% est (modulo an.

On en déduit la forme trlgonometrlquef}@ \/é(cos(lllgj +isi r(lllg))

D'apres 1. a), on a—.1 =4/2 et ar unicité de la forme algébrique d’'un nombre
prés 1. ), on =3 22 ) oP gébriq

complexe, on déduit que : CE;%[) - \/54 \/6 ot sin(lln) /6 \/5

12
38 page 335 du LIVRE :

o
1.c:\/§>eI6 etdzg-ﬁi :

4 4
2. a)Pour placer le point B, tracer le triangle equilat©AB.

—
Pour placer le point C, tracer a la régle et aupgasmla bissectrice de I'angd®B et sur cette demi-
droite, placer le point C d' abscis%e

Pour placer le point D, tracer a la régle et aumasnla demi-droite d'origine O et dirigée pardeteur
w tel que (1 ;w) = 'E . sur cette demi-droite, placer le point D d' ad;m—j
2. b) On prouve que OA = AC =BC = OB (= 1), ce qui déxne queOACB est un losange

0A=|a|=|1|=1;Ac=|c-a|=‘%+3§i‘=« /%+%=\ﬁ:1etc...

58 page 337 du LIVRE :

A3 —_ 1 43
+|2etj =-5-i5

NI~

1) * Les solutions sorjt= -
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*0zOC,onaZ—1=¢—1)&+z+ 1). On en déduit alors que les solutions sdrtj:et j (racines
cubiques de l'unité).

I2T[ 4_T[ 1 l@
2)a)j=e 3. Onen déduit j?°=e 3 = Th [ > On peut aussi utiliser le fait gjfe= -j — 1 cayj est
solution de I'équatio® +z+ 1 = 0.

: .3 x 668 + 2. 1 +/3
letJZOOGZJB 668 +2_ 63)668X12212:-§-|£.

2)b)S est la somme des termes consécutifs d’unegémmétriqgue de raisqrdifférente de 1. D'ou :

- 2007 669
_ % _1-¢}
s_1><1] 1-]

j3 :eiZIT:

=0carj® = 1.

EXERCICE N° 3 (ANNABAC 2012) :
Exercice 1 pages 63//64 : correction pages 69/70/71
Attention aux erreurs ...

0o 0 -
5) Lire le vecteurJG et nonGJ a pour affixg—j =

C—alj
>,

6) b) Le vecteuIEIK a pour affixe —% -%I et non ; %I On montre en fait q

Exercice 1 pages 155//156 : correction pages 162/16

Exercice 13 page 242 : correction pages 256/257.

Remarque : en fait dans la question d), M apparéiarcercle de diametre [OA] privé de O et A.
Exercice 1 pages 222//223 : correction pages 228/229.

Exercice 11 page 241correction pages 254/255.

EXERCICEN° 4 :
77 page 340 du LIVRE :
8

/) CI)
1) a)elz( 2 +e? ) ( >+e<2 2 1+e =z
0
1) b) D’'apres les formules d’Euler, on en déduit qae :Zco{g)ez.
0 U, TT 0 . s e
Or,z O ]'5 ,E[donc co > > 0. Par suitez s’écrit sous la formecosx avecr > 0. On en déduit :

|zl =r = 200{% etargg) =a =% [21] (z# O donc argd) existe bien).

2)Z =% dou |Z]| = 200@) et comme Z 0, arg(Z) = % [27].

e
81 page 340 du LIVRE :
T[ 211 311 An
.
Onnote S'=1 45 +e5 +e5 +¢ 5
i i 2T[ 31'[ 4T[ s 21T i3_n i4_1'[ ii[ .
1)S - e5S'=1+e5 +e5 +eb +eb -5 -5 -eb5-e5-eb =1-€"=1-(-1)=2
IPR | B 2
Dou:S = T
1-e°

2) D'une part:

iE 211 311 411 4 24
S'=1+e5 +e5 +e5 +e —cos(O xg) +isir(0 xg)+cos%[) +isir(g) + .+ coggj |S|r(;j
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4 4
,_Z km) Z (KO Z sy
S = cos(s)ﬂ sm(sj =C+iS

k=0 k=0
D’autre part d’aprés la question 1) :

2 _qr-cotg)visnlg]]  41-oofg) i)

S’ —_—
1- 'g 1- coé ) |S|r(5) [1 co€ ﬂ + sz( j 1- 2005%[) + co§(g) + sir?(g)
. Ar-oots)visifg)] [1-oofg)isi((]] 1-cofg) sy
5 5 5
T
ocofDe1 | dcod]  1-cofl) 1-coll)
2><SII{ )xcozg j cos( j
S'=1+ 10 10 19 1+ix 111 OUF Il
Zsmz(ﬁ) r(lo) tan(ﬁj
(car sin(X) = 2sinkcosc et cos(R) = 1 — 2siAX)
Dou:C= 1etS:#.
tan(”)
10
Autre méthode (beaucoup plus rapide !!!) :
75 -175 " 170 i6_ ;i6
S = 2.n=e.n x?nxe.n - 2Xxe - (Formule d'Euler £ 2ie = sinB)
1 -eIg e%(e_ 10_ e%) "2 xix Slr(loj
cos( j ISII'( j cos( j
S = .>< 10 10 i 10 [ i 1 i =1+ix 1 et on retrouve
BECERCEACE (7o
10 10 10 10
C=1letS=—t

tan( ”)'
10

84 page 341 du LIVRE :
1) |Z| =

) 12’ = ]
2)a)M(2 0D - p<2etz#0 - l—l_letz;éo = l>1
M’(Z’) décrit le plan complexe privé de l'intérieur du dsque de centre O et de rayon 1.
2)b)M(2) O JOA] = O0<g<2etargh) =E[2Tﬂ = |2’| >1etargt) :BZT[[Zn] = M’ O[Bt)ouB

et argg’) = 1- argg) pour tout nombre complexmon nul.

est le point d’affixeb tel que | = 1 et ardf) :%H[Zn].

M'( z) décrit la demi-droite [Bt) avec @, OB) =3Z"[2rq et OB = 1.

105 page 344 du LIVRE :
1) Réponse b.

Z= (2427 - A x\2 42 x\[2 A2+ (2 2P =242 -2 x2- 2 +[2=2[2 - 22,
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2) Réponse b.

R X REEREPS

3) Réponse a.
Posong =re'? avecr > 0 etd O R. Par la formule de Moivre, on en déduit qué= r’e*?.

.TU
- =
D'aprés 2), on aZ = 4e * On en déduit quer’=4 et D = -%+ Xkmnaveck 0 Z.

7m
Vu quer >0, alors =2 et vu que Rg[( < 0 et Img) > 0, alord = -g+ [2Tl] Dou:z=2e E

EXERCICE N° 5 : Extrait de I’égreuve du concours ESIEE (mai 2010)

(A) VRAI. On prouve qué = 2e3 On trouve alors quie® = 64 et 64710 ; +c[. Doncn = 6.

(B) VRAIL pOIN tel queb®’ 0]- 0 ; O] = argp®) =m[2r] - px§:n+ 2kmaveck 0 Z.

On trouve alors qup = 6k + 3 aved O IN carp O IN".

(C) VRAI. On cherchenOIN" tel quem x %[ =0 [2] etmx %T= 0 [2r.

On cherche donmtel que m=6ketm=- &’ aveck Z etk’ [0 Z.

m = 24 convient.

(D) FAUX. D'aprés la question (B), commél N, alorsr = 6k + 3 avedk O IN.

i

-
On aalors a = (\/5)r xe 4. On en déduit alors qu'il exiske O Z tel quer = - (&’ + 4).
D’ou une contradiction car(non nul) serait a la fois pair et impair.

[
(E) VRAI. On trouve queb = 2\/§eI 126t @h)?=-2"01]- o ; O[. Doncq = 12 convient.

EXERCICE N° 6 : Extrait du sujet Polynésie, septembre 2009.

—

l.a.a =3 ;b =2.1.b.A(0; 1) ; B est sur le cercl€) tel que (i, O B) [211] ; A'(0; 3) et
B'(0;2). 1.c —b __-e ——-1 _1:3§x%:3§xi_

‘b-b- @m m o 1+|\/§ NE

2e2-e6 2e3-1

(BB', BO) = arg@sé x ij :g[zrq - OBB’ rectangle en B

2
2.a.0n développ%z +32£ 2}( 3[ L ) (z+ 2|) -%et on trouve bied® +iz — 1.

2.b.0z0OC,ona:

M@ OE) « =0 « Z+iz—1=0« (z+3é+%i)(z-3zé+1ij=o

2 2
A3 L LB L -5
M2O(E) « z=- 5 Tolouz="5"-5 < z=-bouz="b.

2.c.|-bj=p[=1 et|€| = p| =1 donc les points de (E) appartiennent bidna (
3.a.Siz=éd%alorsz£0etz =€ +i—e'?= (% —e'9) +i = (coP+isind- cos(H) -isin(- G) +i.
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Z' = (cog+ising- coP+ising) +i = 2isind+i = (2sind+ 1).
3.b.SiMO (), alors] = 1, donz # 0 et par suite M’ existe bien.
SiMO (M) alorsz=€? avecdOR.
D’apres 3. a., on en déduit que I'affixe de songm¥’ est égale a (2séh+1)i qui est un imaginaire pur.
Donc M’appartient a I'axe des ordonnées et M’(8in2+1).
Comme A’ a pour affixei3et C a pour affixe (1, alors A’(0; 3) et C(0; - 1).
De plus, pour tou#appartenant R, —1<sind<10]-1<2sind + 1< 3.
Conclusion : les points M’ ; A’ et C sont alignas $axe des ordonnées et 'ordonnéeMdieest comprise
entre (- 1), ordonnée du point C et 3 ordonnéedilot g\', donc M OJA'C].

EXERCICEN® 7 :

On cherche le rappoktde I'homothétie okt 0 R’

D'apres le cours, I'écriture complexe de I'hnoma¢hest :z' - 0 =k(z - 0).

On trouve k=22 = -1.
zn 3

, L e 1
Conclusion : I'écriture complexe de I'nomothétie dsz' = "2

EXERCICE N° 8 :
[ - -
1)z’=z+5 = MM = w ouw est le vecteur d'affixe (b
Conclusion : I'écriture donnée représente la transition de vecteurw d'affixe (5i).
2)2'=7z— 3 +i
On commence par chercher les points invariantstrauve un seul point, que I'on nd® qui a pour
11
affixe w= 576"
Z2’=72-3+i = Z'-w=7(z- w) ouwest le nombre vérifiantw = 7w - 3 +i
[ [
Z'=72—-3 +i = QM'=7QM ouQ est le point d'affixeo valant% %I

Conclusion : I'écriture donnée représente I'homothige de rapport 7 et de centreQ, le point d'affixe
1 1

2°6°

EXERCICEN°9:

20 page 362 du LIVRE :

1) L'affixe dew est — 2 + B On en déduitz’ = - 1 + 4 ; 2) L'affixe de O est 0. On en déduiz = 3 + 3
21 page 362 du LIVRE :

-TU
i
1) Une écriture complexe deest :z’ =e *zd'ouz’ :\/Ei.

i
2)s=sp = R(A ;). Une écriture complexe deest .z’ —za =e (z—2za). On en déduitz’ =1 - 1.
22 page 362 du LIVRE :

.21

AL
r=R(A Z—TS Une écriture complexe deest 1z —za =€ 3(z—-2za).

On en déduitz’' = % + i(l +3J2E)

2) S =s0x. DoOncz’ = Z etz =1-i.
24 page 362 du LIVRE :

1.b—z =€™a—z) ou | est le point d’affixe 1. La transformationezchée est la rotation de centre | et
d’anglettou la symétrie de centre | ou I’'homothétie de iehet de rapport (- 1).
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2. Soit J le point d’affixa. La transformation cherchée est la rotation déreehet d’angl%.

3. Soitw le vecteur d'affixe (4 —i3. La transformation cherchée est la translationedeurw.
4. SoitQ le point d’affixe (- 1 4). La transformation cherchée est la rotation dere® et d’angleg.
26 page 362 du LIVRE :

-TT

1. D’aprés I'écriture complexe d’une rotation et Fiéare exponentielle de=e 2, on en déduit queest

la rotation de centr@ et d’angle%T ouQ est le point d’affixa.

-TT
- =
2. Une écriture complexe deestz’ =e *(z—1-i) + 1 +i.

EXERCICE N° 10:
1) Soitzetz’ les affixes respectives des points M et T(M).

. ) .
TM)=M o z=i(z+1)+1 o 7=t @+ _2_;

1-i 2 2
On en déduit que T a un unique point invariantpdatQ d’affixe i.
)72 -w=72-i=iz+1=i(z-i)=i(z- w).
i i
3)Comme =e 2, alorsz’ - w=i(z-w) = 2z —i=e %(@z—i). On reconnait une écriture complexe de la

rotation de centr@ , d’affixei, et d’angleg.

EXERCICE N° 11 :
On notez ; z' etZ’ les affixes respectives des points M(M) ett(M).

.TU
- |—
Une écriture complexe deest :z’ —i =e %(z—i) soitz’ = -iz— 1 +i.
Une écriture complexe deest .z’ = z+ 1 - 3.

Une écriture complexe de- t est zvls 741 -3 - i(z+1-3)—1+i.
Une écriture complexe de- test donc z+—> Z = -iz — 4.
On recherche alors le point invariant par la trarmmeftionr - t.

-4 - 41 =)
1+i 2

Soitw I'affixe de ce point invarian®. w vérifie :w=-iw-4 = w= =-2+2.

.TT
-j=
Ona:Z=4iz-4etw=-iw-4,do0:Z-w=-i(z-w) = Z-w=e z-w).

On reconnait une écriture complexe de la rotat@oeantreQ(w) et d’angle(— %[)

Conclusion r - t est la rotation de centf®w) et d’angle(— 1—21) ouQ est le point d’affixe (- 2 +i2.

EXERCICE N° 12 (ANNABAC 2012) :

Exercice 2 page 110 : questions 1) ; 2) et 3) :reation pages 117 ; 118 et 1109.
Exercice 2 pages 19//20 : correction pages 28 et 29

Exercice 1 pages 39//40 : correction pages 45 ; 4@ et 48.

Exercice 12 page 242correction pages 255 et 256.
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Exercice 13 pages 313//314drrection pages 314; 315 et 316.

EXERCICE N° 13 :

n° 43 pages 365/366 du LIVRE.

1. a)Les coordonnées cartésiennes des points sont;: ABB(- 3;0) etI(1; - 2).
T

1. b)On trouve Z=4+. On en déduit|: IZ= letarg (2) = 5 [211.

. Al , Do Oo L NI LA
Géometriquement, on obtlenfrB—i =1soitAl=Blet®Bl ; Al)=- 5 [21] soit (IB ; 1A) =- 5 [277.

On en déduit que leiangle IAB est un triangle rectangle isocele (diect) en L
1.c)Ona:zc—2za=2(@ —2z)). On trouve zc = - 1 — 6.

1.d)Ontrouve zp =5 - 4.

1.d)

0 [ [ -
*D=Bar{(A;1);(B;-1);(C;1)}= 1.DA+(-1)DB +1.DC =0.
On en déduit queDA = DB - DC soitDA = CB d'aprés Chasles.
[ [
Comme les vecteuiBA et CB sont égaux, alors le quadrilatere ABCD est ualfidogramme.
[ 0

* Par ailleurs, on sait que : C = h(A ; 2)) AC =2Al <« |estle milieu de [AC].
Comme ABCD est un parallélogramme, alors | estidessilieu de [BD].
Or, le triangle 1AB est rectangle isocéle en |, cltes longueurs IA et IB sont égales et les drditéset
(IB) sont perpendiculaires. On prouve alors que)(AQBD) sont perpendiculaires et que les longsieur
AC et BD sont égales.
* ABCD est un parallélogramme ayant ses diagona¢egendiculaires et de méme longueur, alors
ABCD est un carré.
2.Comme D=Bar{(A;1);(B;-1);(C; 1)}, alsmpar la propriete fondamentale, on a :

0 - 0 - - ] - 0 - 0 - (R 0 -
pour tout point M du planMA - MB + MC = (1 — 1 + 1MD soitMA - MB + MC = MD.
Par ailleurs, comme | est le milieu de [AC], alpes la propriété fondamentale, on a :

0 - - [, 0 - - [,
pour tout point M du planMA + MC = (1+ 1)MI soit MA + MC = 2MI .

0 - [, 0 - 0 -
MOM; - ||MD||:%>< |[eMI|| = |[MD]|=|IMI'|| = M équidistant de D et | soit M appartient a la
médiatrice de [DlI].
Conclusion :T'; est la médiatrice de [DI].I'; est perpendiculaire a (DI) et passe par le miliede [DlI],
qui a pour coordonnées (3 ; - 3).
0 0 - 0 0 -
3.a) MOT, « |MA-MB+MC||=4/5 ~ |MD||=4/5 - MD=4s.
BD =|zp—2s| =|5—4— (- 3] =|8— 4| =/8% + (- 4f =~/80 = 45.
Comme BD = 4/5 alors B appartient bien a I'ensemibje
0 - 0 - 0o 0 -

3.))MOT: - |[MA-MB+MC||=4/5 ~ |MD||=4/5 - MD=4/5 -~ MOC(D ; 4/5).
Conclusion :T'; est le cercle de centre D et de rayarF 4\/5
I, est le cercle de centre D qui passe par le point B
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|FICHE EXERCICES SUPPLEMENTAIRES |

EXERCICE N° 1: Extrait de I’épreuve du concours ENI-GEIPI-POLYTECH (mai 2010) 30 minutes
maximum ...
1.0na:A(l;3);B(2;0)en coordonnées cartass.
2.0A=|z| =|1+3| =+/10 et AB | z5 - za| =| 1 - 3| =+/10.
On a donc : OA = AB, ce qui prouve quédriangle OAB est isocele en A
3.0na:C(2;6)etD(- 2;0) en coordonnéees satmes.
C est le symétrique de O par rapport a A= A est le milieu de [OC]
_LotZc
= 2Zn—20=1Z
- Zc=2+6
D est le symétrique de B par rapport a O= O est le milieu de [DB]
_Ip+7s
= 20-23=2p
= ZIp=- 2

o L L1 _1 1,
4.E=h0;3)A) = Z-20=3(2a-2) = =38 = Z==3+i
Pour placer le point E, on place le point situé[€] d'ordonnée égale a 1.
5.F=Bar{(A;2);(B;-3);(D;2)}
2XZp+ (-3 Xxzg+2%x7p _2X(L+3)+(-3)x2+2x%x(-2) _
= 24 (-3)+2 = 1 -2+6-6-4=8+4

Le point F a donc (- 8 ; 6) comme coordonnées sianées.
[ [,
6. On calcule (par exemple) les affixes des vect@itset BF

o- 1 . 5 .
Z e =Z—Zp=5*I-2=5+l

0-
Zgr =2zr—23=-8+6-2=-10+6
On constate que : g :-1O+6=6(-g+i)=BZDBE

0 - . [ 0 -
Zgr =6Zge = BF =6BE < les points B ; E et F sont alignés

- 2
7. a)Z:ZF z_-10_10 —-§i.LeréeIavautdonc—§.

Zz-2c -6 -6 3 3
5/ _5_.
7.b)|Z|:‘-§I‘:§X|I|:§.
. ., Z&-Z _ 5
7.¢)On a prouve que : Z oz 3"

Z est non nul donc arg(Z) existe et : arg(2) {a%) = %[ [211.

Or, arg(Z) = ar{if;c) = ((Dlé ; E:If). D'ou : (Dlé ; EJIE) = %[ [2m.

Ceci prouve gue le triangle CBF est rectangle en C.

14
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EXERCICE N° 2 :
64 page 369 du LIVRE :

1. A est situé sur I'axe des réels et est tel qu;ég (construction a faire au compas) ;

B est situé sur la°f bissectrice des axes du repére et est tel que DEC=est le symétrique de B par
rapport a I'axe des réels.
2. Une écriture complexe deest :z’ —zx = - 3@z —2za). On en déduit qued = - X + 4a.

Commea = 322 etc =\/§ —i\/é, on trouve finalementd = \/5 + 3\/5. On place D tel qugﬁ = - 3AC.

T[ _
3. Une écriture complexe de R est = 0 =e 2(z— 0). On trouve quez: =e=2e T =-/2 -2
On place E tel que E est Ie symétrique de B pgradp O.
_c22+4 A2 _-1+i_ (1Y -2
4a)OnprouvequeZ 2\/5 2\/5 1o - o~ =k
4. b)* Comme F est le symétrique de B par rapporiadoks | est le milieu de [BF]. Les diagonales du
quadrilatére BDFE se coupent en leur milieu |, dBB¢-E est un parallélogramme.

*D’aprés 4) a.,on a: |Z|%% = |-i] = 1, ce qui prouve que BD = BE.

BDFE est un parallélogramme ayant deux c6tés cotitefBD] et [BE] de méme longueur, donc BDFE
est un losange.

*Z #0etdapres 4) a., ona: arg(2) %ﬁ L%[S) =arg(-i) = %[ [21]. Ceci prouve que (BE) et (BD) sont

perpendiculaires. BDFE est un parallélogramme agaux cotés consécutifs [BD] et [BE]
perpendiculaires, donc BDFE est un rectangle.

Conclusion : BDFE est a la fois un losange et etargle, don8DFE est un carré

87 page 374 du LIVRE :

1. VRAI.

21T 21

Soitr = R(O %TB Onab=axe 3:c=bxe 3 eta=cxe 3.

On en déduit quer(A) =B ;r(B) = C etr(C) = A.
Puisquer est une isométrie, alors : AB = BC = CA, ce quiywe que ABC est équilatéral.
2. FAUX. Dz;ti ona:

M@ Oa « (AM, W)=0 ] - arg(“') O[] - 7 -arge—i)=0f] - argg~i)=7 (modm.

Autre méthode Soit (E) I'ensemble des points Bitels que arg(—i) =E[2n].
A appartient &, mais A n'appartient pas a (E) car arg() n’est pas défini lorsque=1.

(E) est la demi-droite ouverte d’origine A, privéée A, et dirigée paw.
3. FAUX.

oM’ = [Z]] :% x|1+3[xf :3@ x :3@ x OM. Pour tout point M distinct de O, on a O¥OM.

Donc T n’est pas une isométrie et par suite n’astyme rotation.

4. VRAL

Soits la symétrie de centre A. On a= R(A ; T). Une écriture complexe deest :z' —i =€z —1).
On trouve bien quez’' = -z + 2.

5. VRAL

AMN est un triangle rectangle isoceéle direct en<A AM = AN et (AM ) 5 [211]
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-TU
i
Soitr = R(A I[) On a alors r(M) = N. Une écriture complexe deest : 22 —a =e 2(z—a) olia désigne
I'affixe de A. Vu que l'image par la rotatiandu point M est le point N, on en déduit I'égalité
2 _2(1+i)_ 1 4]
1-i~ 2 '

3i=i(83+ 4 —a) +a. On trouve qua =

EXERCICE N° 3 : Extrait de I’épreuve du concours FESIC (mai 2010)
A est le centre du repére considéré donc I'affixe de A est 0.
a. VRAL

Vu que B’ est I'image de B par la rotation de cerfiret d’angleg, on prouve queb’ =ib.

Vu que C’ est 'image de C par la rotation de certret d’angle(— 1_21j on prouve quec’ = -ic.

b. VRAI.

M est le milieu de [BC], donc son affixe vérifie :m -htc ¢ —b

5 On en déduit que— = =+ a.

c. FAUX. A ; B et C ne sont pas alignés, ddmg - c et par suitd’ # ¢’. Comme de plusn est non nulle,
alors aré%) existe bien. ar(gcr;]—b) = (AM, B'C’) d'oit : (AM, B'C’) = arg( - 2) = -g[ZTﬂ.

Ceci prouve que (AM) et (B’'C’) sont perpendiculaire

Si (AB) et (B'C’) étaient perpendiculaires, on egddirait que (AM) et (AB) seraient paralléles, t&s
dire que les points A ; B et M seraient alignésguaieest faux.

d. VRAL.
D’aprés la question b.,on&a! +b’|=|-2m|=2 xj|xm-0] =« B'C =2 x1x AM.

EXERCICE N° 4 : Extrait de Asie, juin 2010.
Correction donnée a ceux qui le demandent !!!

EXERCICE N° 5 : Extrait de Amérique du Nord, juin 2010.
Correction donnée a ceux qui le demandent !!!

EXERCICE N° 6 : Extrait de Nouvelle-Calédonie, novembre 2009.
Correction donnée a ceux qui le demandent !!!



