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TS DEVOIR 10 (DM 4) : CORRIGE.

Exercice 1 :
64 page 338 du LIVRE :

OzOC, on pose : FZQ=Z4—323+%22—32+ 1.
1) Soit le complexe solution de P4) = 0.

“P(a)=(a)' -3’ +2(aP-3a +1=0a -3a° +307 -3a +1

(propriété 1:Jz0C,OnON,ona: 2 =(z)")

P(a)=ao* - 3x o +

x o2 -3x%xo0 + 1

Nlo|

(propriété 2 : z =z pour tout z7 R)

gaz S 30+ 1

P(a)= a* - 3a° +

(propriété 3:Jz [ C, [0z'[JC, zz' = z X 7)

P(a)= a'-3°+20— 2 +1 = Pg)

(propriété 4 :[Jz[JC, 0z'JC, z+7' = z +7)

Or, a est solution de B = 0, donc R{) = 0 et par suiteﬁ = 0. On en déduit que :E() =0.
Conclusion :

Sia est un nombre complexe solution de B(= 0, alors a est aussi solution de Rl =0.

* Remarque : 0 n'est pas solution de P(z) = 0 caf B(Q. Donc, sia est solution de P(z) = 0, alos

est non nul et par suitcler existe.

a) \a a) 2o a a* a> 27 0% «a at o 20° «a
1— 3+ 202 — 33 +a

P@) - 20(4 - Po((g)'

Or, a est solution de B = 0, donc R{) = 0 et par suite :@L) = 0.

Conclusion :

Sia est un nombre complexe solution de B(= 0, alors% est aussi solution de Rf = 0.
2)P(L+i)=(1+i)*-3x (1 +i)3+%>< (1+i)*-3x(1L+H)+1
PL+i)=(1+i))*=3x (A H)A+2+(-1)) +gx 1+2+(-1)-3-8+1

PA+H)=(1+2+( )f—3(L+H) x A+2xA-2-3

2
P(1 +i)= (A -6(1L+i)+9-2-3
PA+)=4x(-1)—6—6 xi’+6 —2
PLl+i)=-4-6+6+6-2=(-4+6-2)H-6+6)=0+0=0
Comme P(1 +) = 0, alors (1 +) est solution de I'équationZE 0.
Conclusion 1 : (1 +) est solution de P%) = 0.



(1 +1) est solution de R(= 0 donc, d'apres la question 1), on en dédut ¢Li+i) eti sont

1+
1 _1-i _1-i_1 1
1+i 12+ 2 272"

solutionsde P =0. (1 +) =1-iet

Conclusion 2 : 1 4 et% %I sont solutions de P4) = 0.

(1 -i) est solution de B) = 0 donc, d'aprés la question 1), on en dedwt:qa -i etli_ sont solutions
de Pg) = 0.

_— o , A+ 1411 . _

1-i =1 +i (solution déja trouvée) ?llfl TP 2 2 +5 sont solutions de B(= 0.

Conclusion 3 5 +%| est solution de P%) = 0.

; ;I est solution de B(= 0 donc, d'apres la question 1), on en déduit: qt§ 1| etﬁ sont
S-5i

2 2
solutions de Bj = 0.

L L 1,

1 1 1 7 2
55 =5 + 2| (solution déja trouvée) it—_ ( ) +( 1) 1
277 2 4"

trouvée) sont solutions deZpE O.

N
+
N

= =1 +i (solution déja

-blH l\)“.—‘
NI

Enfln,% +%| est solution de B(= 0 donc, d'apres la question 1), on en dédlﬁ't:q%H%i et1 11 sont
= +_i
2 2
solutions de Bj = 0.
11 11 11
%+%| % %I (solution déja trouvee)it— 2 21 5 :i 21:212 =1 -i (solution déja
277 (2) +(2) 4ta 2

trouvée) sont solutions deZpE O.

Comme PX) est de degré 4, alorsZzP&dmet quatre solutions daBsOr, on a trouvé précédemment
quatre solutions complexes deP( 0, donc ce sont les seules.

Conclusion finale : (1 +i); (1 -i) ;5 +—| etl l| sont les solutions de Bf = 0.

2 2 T2 2
3) Comme (1 4); (1 i) ’5 +§| et% %I sont les solutions de H(= 0, alors le polynéme B(est

factorisable pafz— (1 +i)) ; (z— (1 —i)) ;[ @ ;ﬂ et[ @ %lﬂ

Il existe dona appartenant & tel que :

0zOC, PR =a(z— (1 +)) x (z— (1)) "[Z'@J’%iﬂ X[Z@%ﬂ
0zOC, PR =a(Z - (1 —i)z— (1 +i)z+ (1 +i)(1 —i)) x [22 @ % )Z - @ +%i)z ¥ @ %‘)@ %‘ﬂ

_ - : 2 i1 1 1 ll-z)
DZDC,P(z)—a(zz—z+|z—z—|z+1—|)(22—22+2|z—22—2|z+4-4|

OzOCc, P(z)=a(22—22+1+1(22 z+411+411)

O0zOC,P@Q=alZ-2+ 2(22—z+%j
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Enfin, comme le coefficient du terrzédans P%) vaut 1, alors nécessairementaut 1. D'ouU :

2
d'un produit de deux polynémes R(2) et P»(2) du second degré a coefficients reels :

OzOC, P2 =Z—-2+2et F}(z):zz—z+%.

Conclusion :0z0OC, P@Q) = (# -2z + 2(22 -z +1) ce qui donne I'expression de B) sous forme

73 page 339 du LIVRE.
Le plan complexe est muni d'un repére orthonorritatt(O ; u ; v) et on on considére les points, M

n
d'affixe z, tel que z, = (%I) 1+ i\/§) oun est un entier naturel.
1)
n+1 n
*OnON, ona :zn+1:@i) (1 +i\/3) :%i x@i) (1 +i\/3) :%i X Zp.

Conclusion :On OIN, on a :zn+1=%i X Zp.

n
* On pose,d n O, la proposition P() : "z, = @l) X 79"

Démontrons RY) par récurrence sur.
Initialisation :

1 0
Pourn=0, 0n a (Ei) X z9=1 X7y =12y ce qui prouve la proposition au ramg O.
Heérédité :

On suppose que la propositiompPést verifiée pour un entierappartenant il.
Démontrons qu'alors la proposition est vérifiegang (O + 1).

. ) 1.\" .
Hypothése de récurrence,:= (EI) X Zp pour un entien appartenant &l.

D'apres le résultat ci-dessus, onza.:; :%i X Z,

n n+1
On en déduit, grace a I'hypothese de récurrencezjue :%i X (%I) XZy= (Ei) X 7.

Ce qui prouve la proposition P 1).
Conclusion la proposition est vraie au rang- 0 et il y a hérédité, donc la propositiompPést vraie

pour tout entien appartenant .

1 n
I:InI:IIN,ona:zn=(§i) X 7.

* zl:%i(l +i\/3) :%i +%><i2 x[3 = 32@ +%i

Conclusion 1 :z = 3? +%i sous forme algébrique.

(B L (ABY LA 3L
|zl =|-5 +3|= ( 2) +(2) =\Jata™ 1
RE 1
. 2 . 2
Soita; = argl). On a : cog{;) =1 = 32E et sinft;) =71 :%. D'ou

cosfiy) = co{n-g) = co{%n) et sinfy) = sir(n-g) = sir(%n) .

On en déduit :
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Conclusion 1 bis :z; = ][cos(%n) + ISII‘I( j] sous forme trigonométrique.

Ona:zn= Ile_% 3264__') i——: l4£

1
4774

Conclusion 2 :z, = %, -3% sous forme algébrique.

= =i | |zl| Sx1x1= (d apres la propriété sur le module d'un prodeit d
-3

I
2

|Zz| ‘ o xzl =

2

cosfrp) = cos{n+g) = co{é%n) et sinfrp) = Sir{n+ ]?3 S|r(4331j

On en déduit :

1
: 4 1 :
nombres complexes). Sait = argg.). On a : cof,) =15 et sinfp) =
2

Conclusion 2 bis 1z =gcos{4—n) + isin(%n)] sous forme trigonométrique.

Ona:zszéixzz %x(-l-ii): é \3_ l[ 1

Conclusion 3 :z; :ﬁ -—i sous forme algébrique.

| 24| :‘%i X 2| = ‘— x [i [ |zz| ==x1 X% 7 (d'apres la propriété sur le module d'un prodeiindmbres
\3 1
. 8 3 : 8 s
complexes). Soitts = arggs). On a : cosys) =1 = et sinfts) =715 D'ou
4 4
5
6

cosfis) = co{- g) et sinfs) = - 5"{6) sw(

On en déduit :
Conclusion 3 bis z3 =%[cos(— 1_61) + isin(- g)] sous forme trigonométrique.

B.1)5, L1,

- _1 _1
O“a'z“‘z'”s‘z'x(s 8)~16 "16"16 T 16"

Conclusion 4 :z, —%5 +31£§| sous forme algébrique.

x i |x |23| =>x1 ><l 3 (d'apres la propriété sur le module d'un prodeindmbres
1 3@
L et sinfly) = —i D'ou :

i

»

complexes). Soitis = arg@). On a : cos{s) =71 =
8

NI
OO||—\|

cos(is) = co:{gj et sinfly) = sir(gj .
On en déduit :

Conclusion 4 bis :z4 =gcos(1—;) + ising)] sous forme trigonométrique.
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2) Mo a pour affixe z = @O x (1 +inf3) = 1 x (1 #/3) = 1 +in[3.

|2 =| 1 +in/3] =2+ (J3F VT +3 =2

Soitap = argl). On a : cosqp) :% et sinfp) :32@ D'ou : cosfio) = cos%r) et sinf) = sir(g) .
On en déduit zp = 2[005(%) + isin(’—;)] sous forme trigopnométrique.

Conclusion : le point My a pour coordonnées poIaire{Z ;g] ; le point M1 a pour coordonnées

polaires [1 ;%"] ; le point M, a pour coordonnées polaire% ; %Tl] : le point M3 a pour

coordonnées polaire 1 ; -—~| etle point M, a pour coordonnées polaire 1 5|
4° 6 8'3

Attention a l'unité : 4 cm ici Il




3)0n0N,
1) 1) LI iy iy
Mn=|zn|=‘(§| XZO‘z‘(?) ><|Zo|=‘§l X2=(§) ><|||”><2=@ x1”x2=(§j x1x2
1
OMnZ?xzz n-1

4)a)dnOIN,

car:On0ON, z+1= 1| x z, d'apres la question 1).

MaMn+1=|Z0s1- 20| = ‘_|Zn'zn

/ 2 1 f 1 1 S
-1+|‘ (1)+ F 1+Z=2nj>(/\/%

MnMn+1:‘Zn(%i_ )‘ _|Zn| x

|\/lnMn+1 i i

2n
4) b)
n n 5
*On0ON, Lyp= > MM+ 1 :legd'aprés le résultat de la question 4) a).
k=0
k=0
n+1
n 1 (%) n 1_ n+1
Ln=\/5><z—|z \/5><1>< 1 ar:quzlx—1?|q—pourtoutréeq;él.
1-= k=0

N

A" 1 N (1)”} . (1)”*1
* = —_ . 1 . = - — - -
nllrrlw(z) =Qcarona: 1§<1.Dou. |Im[2>< 5 nllrr:wz 0.

n- +o

Par somme et par produit, on en déduit que :

lim [1—@)n+1} 1 et que I|m2\/_ (jnﬂ} 2\/5

n - + oo n - +o

Conclusion: |lim Ly= 2\/5_3

n- +o

Exercice 2 :Extrait du TP3 (Boucles et itérateurs en algorithaque).

a)

Variables N (entier positiflet S(réel positif) Version modifiée :
Début de l'algorithme Variables N (entier positifletS ; C(réels positifs)
N prend la valeur O Début de I'algorithme
Sprend la valeur 5000 EntrerS
Tant que Sest strictement inférieur & 8000 C prend la valeu$

Sprend la valeux 1,02 TantqueC<2 xS

N prend la valeuN + 1 C prend la valeu€ x 1,02
Fin Tant que N prend la valeuN + 1
Afficher N Fin Tant que
Afficher S Afficher N
Fin de l'algorithme Afficher C

Fin de l'algorithme




b) Programme codé sur AlgoBox :

1 VARIABLES

2 N EST_DU_TYPE NOMBRE
3 S EST_DU_TYPE NOMBRE
4 C EST_DU_TYPE NOMBRE
5 DEBUT_ALGORITHME

6 LIRE S

7 C PREND_LA VALEUR S

8 TANT_QUE (C<2*S) FAIRE

9 DEBUT_TANT_QUE

10 C PREND_LA_VALEUR 1.02*C
11 N PREND_LA_VALEUR N+1
12 FIN_TANT_QUE

13 AFFICHER "On teste l'algorithme pour une sonpiaeée de "
14 AFFICHER S

15 AFFICHER " euros."

16 AFFICHER "Au bout de "

17 AFFICHER N

18 AFFICHER " semestres, la somme S a au moinbléda&i vaut "
19 AFFICHER C

20 FIN_ALGORITHME

RESULTATS :

***Algorithme lancé***

On teste l'algorithme pour une somme placée de &00tk.

Au bout de 36 semestres, la somme S a au moinséeubaut 2039.8873
***Algorithme terminé***

QUESTION NON DEMANDEE MAIS RESULTAT INTERESSANT !
c) On remarqgue queN vaut 36, quelle que soit la valeur d& entrée.
Preuve avec le logiciel AlgoBox dil = 36 :
Algorithme :
Variable :N (entier positif)
Début de l'algorithme
Tant que 1,02'< 2
Nprend la valeuN +1
Fin Tant que
Afficher N
Fin de l'algorithme
Programme codé sur AlgoBox :
1 VARIABLES
2N EST_DU_TYPE NOMBRE
3 DEBUT_ALGORITHME
4 TANT_QUE (pow(1.02,N)<2) FAIRE
5 DEBUT_TANT_QUE
6 N PREND_LA VALEUR N+1
7 FIN_TANT_QUE
8 AFFICHER "On trouve que N vaut "
9 AFFICHER N
10 FIN_ALGORITHME
RESULTATS :
***Algorithme lancé***
On trouve que N vaut 36




Exercice 3 :Algorithme de dichotomie

Soit la fonctionf définie surR parf(x) = + 2x - 2.
Le but de I'exercice est de concevoir un algorittpaemettant de trouver une valeur approchée de la
solutionxg de I'équationf(x) = 0 a la précisiop.

a) Compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

=
N
w

-2 -1 0

X
f(x) - 14 -5 -2 1 10 31

b)

* La fonction f est dérivable surR comme fonction polynéme et on a :

OxOR, f(x) = 3¢ + 2.

* Ox0OIR, on a f(x) > 0, ce qui prouve que la fonctibest strictement croissante suR.

lim f(x)= lim x*=-cet lim f(x)= lim x*= +oo.

X - -0 X - -0 X > + o X > + o

*0 Of(]-0:+0) =] lim f(x); lim f(x)[=]- o ; + oo[.
X —» -0 X —» +0o0

Sous toutes ces conditions, on en déduit, d'apriésebreme de la bijection, que I'équafipn) = 0 admet
une unique solutior, suriR.

Enfin, on remarque qué0) < 0 etf(1) > 0, donc f(0) <f(xo) <f(1).

Commef est strictement croissante #iron en déduit que : Ox < 1.

Conclusion :xo0]0 ; 1[ et a fortiori : xo O [0 ; 1].

c) f(a) =f(0) = - 2 ;f(b) =f(1) = 1 etf(m)=f(0,5) = - 0,875.

On constate qui0) < 0 ;f(1) > 0 etf(0,5) < 0. Commé(Xp) = 0, alors f(0,5) <f(xo) <f(1).

Commef est strictement croissante #iron en déduit que : 0,5% < 1.
Conclusion :xo 0]0,5 ; 1[ et a fortiori xo O [0,5 ; 1].
d)
Algorithme :
Variables :a; b; metp
Début de l'algorithme
a prend la valeur O
b prend la valeur 1
Lirep
Tantque(b—a) >p
atb
mprend la valeu1—2
Sif(a) x f(m) > 0Alors
a prend la valeum
Sinonb prend la valeum
FinSi
Fin Tant que
Afficher a
Afficher b
Fin de l'algorithme
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Programme codé sur AlgoBox (avec quelques messagesplus pour enjoliver la présentation) :
1 VARIABLES
2aEST_DU_TYPE NOMBRE

3 b EST DU TYPE NOMBRE

4 m EST_DU_TYPE NOMBRE
5p EST_DU_TYPE NOMBRE

6 DEBUT_ALGORITHME

7 a PREND_LA VALEURO
8 b PREND_LA VALEUR 1

9 LIRE p
10  TANT_QUE ((b-a)>p) FAIRE

11 DEBUT_TANT_QUE

12 m PREND_LA_VALEUR (a+b)/2

13 SI (F1(m)*F1(a)>0) ALORS

14 DEBUT_SI

15 a PREND_LA VALEUR m
16 FIN_SI

17 SINON

18 DEBUT_SINON

19 b PREND_LA VALEUR m
20 FIN_SINON

21 FIN_TANT_QUE

22 AFFICHER "Pour une précision p valant "

23 AFFICHER p

24 AFFICHER ", on trouve que la solutignest comprise entre "
25 AFFICHER a

26 AFFICHER " et "

27 AFFICHER b

28 FIN_ALGORITHME

29

30 Fonction numeérique utilisée :

31 F1(x)=pow(x,3)+2*x-2

RESULTATS :

***Algorithme lancé***

Pour une précision p valant 0.0001, on trouve guslutionx, est comprise entre
0.77087402 et 0.77093506

***Algorithme terminé***



