ELEMENTS DE REPONSE DES EXERCICES DU CHAPITRE 7.

EXERCICEN®1:

Activité 1 page 20 du LIVRE :

@ Oui, car sur [- 3 ; 3], la courbe est « en un seul morceau ».

® Non, la fonction est discontinue en 1 car la courbe ne peut pas étre tracée sans leveryerceutour
du point d’abscisse 1.

© Non, la fonction est discontinue en 1 car la courbe ne peut pas étre tracée sans levenjerceatour
du point d’abscisse 1.

Activité 2 page 21 du LIVRE :

1.Sur [0; 1[, on a bien : f(x) =0 et sur [1; 2[, on a bien f(x) = 1.

2.a)EQ1) =1.
b)La fonctionE n’a pas pour limite E(1)en1car Ilim E(X)=0et I|lim E(X)=1, doncla
X -1x<1 X-1x>1

fonctionE n’admet pas de limite en 1.
3. a) Tracé fait ensemble si besoin. La fonction E estahtinueen 1 ;2 ; 3 et4 sur [0 ; 5[.
b)Non car la fonction E n’est pas continue en 4.

1. a)La courbe représentant la fonction carré est uneseul morceau ».

b)On trouve : [0; 4] ;[0;4];[0; 16] ;[0 ;e[ et[0; +oof,
2.0n trouve : {0 ; 1}. On n’obtient pas un intenall

EXERCICE N° 2 :

1) La courbeC ne peut pas étre tracée sans lever le crayonradugaoint d’abscisse 1, donc la fonction
est discontinue en 1 et n’est donc pas continuéistarvalle [- 3 ; 2].

2) La fonctionf est continue sur l'intervalle [1 ; 2] par exemple.

EXERCICEN° 3 :

1)Sur[-1;0[, on d&Xx)=-x;

Sur[0; 1[,ond(X)=0etsur[1; 2], on#x)=x.

2) Voir ci-contre.

3) Par lecture graphique, la fonctibn’est pas continue en 1, donc elle

n'est pas continue sur l'intervalle [- 1 ; 2].

Par calcul, on trouve que limf(x)=0et Ilim f(x)=1, dond
X-1x<1 X->1x>1

N

n'admet pas de limite en 1.

EXERCICE N° 4 : (Annabac 2012) Exercice 1 : (Partie A) pages 203/204.
Correction page 211.

EXERCICE N° 5 : Extrait de I’épreuve du concours FESIC (mai 2010)
a. FAUX. On prouve que OIim 0f(x) =-o0 et I(i)m 0f(x) = 0, dond n’admet pas de limite en 0.
X - X< X = X >

b. VRAI. f est dérivable sur o ; O et sur ]O ; 4] comme somme et quotient (dont le dénominateur ne

s’'annule pas sur ces intervalles) composée et firdddionctions dérivables sur ces intervalles.
1 1

Ox#0, ona f(x) :;13 xe X [ x#0,0na g x> 0, donc le signe d&x) dépend bien de celui ae

c. VRAIL On trouve que : limf(x)=1 et lim f(x) =1, donc la droite d’équatign= 1 est asymptote a

X » - X —» + o0
la courbe au voisinage deof) et au voisinage de (o).
d. VRAI. On prouve qué est strictement décroissante sup]- 0] et comme |limf(x) = 1, alors :

X > -00

O0x<0,onaf(x)<1.
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On prouve qué est strictement croissante sur JOpfet comme limf(x) = 1, alors :

Ox>0,o0naf(x)<1. Enfinf(0)=0<1. e

EXERCICEN° 6 :

1) On trouve les expressions de f(x) suivantes :
x0.. [-2;-1] [-1;0[ 0;1[ (1;2] (2;3[ (3;4(
f(x) X+2 x+1 X x-1 x-2 x-3

2) fest continue sur [0 ; 1[ et sur [1 ; 2[ comme fonction affine sur chacun de ces intervalles.
Etude de la continuité de fen 1:

Ontrouveque Iim f(x)= I|im x=21 et Im f(x)= Ilim (x—1)=0, dond
X-1x<1 X-1x<1 X-1x>1 X-1x>1

n'admet pas de limite en 1. La fonctibn’est donc pas continue en 1.
Par suite, la fonctionf n’est pas continue sur l'intervalle [- 2 ; 4].
EXERCICEN® 7 :

La fonctionx — 2x est continue sur pe ; O[ et a valeurs dansd ; O[.
La fonction X— sin X est continue sur e ; Of.

Par composition, la fonctiox— sin(2) est continue sur po ; Of.

On prouve de méme que la fonctior— sin(2x) est continue sur ]O ; .

La fonctionx — x est continue sur po ; O] et sur ]O ; eo].

La fonctionf étant le quotient de deux fonctions continueg-swr; O[ et sur ]O ; +eo[, dont le
dénominateur ne s’annule pas, est donc continuk suy O et sur ]O ; Heo].

Etude en O :

Ux#0,0ona f(x):%@x 2.
On prouve alors que Iioms%xé(2 =1 et par suite Iigl‘(x) =2.
X - X —

En posant. = 2, on obtient : Iirgf(x) =f(0) et dans ce cas la fonctibast continue suR.
X -
X — & —32
x-4
* f est continue sur po ; 4] et sur ]4 ; 4o comme fonction rationnelle définie sur ces intdies.

EXERCICE N° 8 : Soitf la fonction définie suR \ {4} par f(x) =

* Déterminons la limite en 4 de la fonctibrOn obtient une F.I. du typeg«».

OxOR\ {4}, on montre que f(x) = x* + 4x + 8.
On trouve que Iirﬂ(xz +4x + 8) = 40 d'ouy lim) f(x) = 40.

On peut donc prolonger la fonctionf par continuité en 4 en posant(4) = 40.
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EXERCICE N° 9.
* Représentation ci-contre de la fonction

u est continue suR comme fonction polynéme.

: . 9
La fonctionu est a valeurs dans¢; §] :

: : 9
La fonction valeur absolue est continue Budonc sur <o §]

Par composition, on en déduit que la fonctio est continue surR.
* Représentation ci-contre de la fonctign

u est continue suR comme fonction polynéme.

. R 9
La fonctionu est a valeurs dansd-; §]

La fonction inverse est continue surd- O[ et sur ]O ; 4eo|. = [ =7
La fonctionu s’annule en % eten 1.

Par composition, on en déduit que la fonctiomg est continue sur ]-o ; %[ ; sur]-l ; 1[ et sur

11 + oo,
* Représentation ci-contre de la fonction

u est continue suR comme fonction polynéme. 1
La fonctionu est a valeurs dansd; %] /
o]

La fonction racine carrée est continue sur [®[+ A f|o

- =

La fonctionu est positive su[-% ; 1.

Par composition, on en déduit que la fonctiom est continue sw{-% ;1.

EXERCICE N° 10 :

L’équation (E) équivaut a : cos(2— 2sink) = - 2 soit &(x) = - 2 ouf est la fonction définie sUR par :
f(x) = cos(X) — 2sink).

* La fonctionf est continue suUR comme composée, produit et difféerence de fonctimmsinues suRR.

wel T _3 (M) _
(D)=t ()=-3

Comme - 21[- 3 ;§], alors d’'aprés le T.V.1., on en déduit que I'éduaf(x) = - 2 oul’équation (E)

admet au moins une solution dans I’intervalle[-g; %l]

EXERCICE N° 11:
A l'aide de la calculatrice (en faisant afficherféection sur [- 4 ; 4] par exemple), il semblegite
I’équationf(x) = 0 admette une solution comprise entre (- 3) 2}.(

* f est une fonction polynédme, dohest continue suRr.

*f(-3)=-1leff(-2) =2.

Comme 0O [- 1; 2], alors d’apres le T.V.l., on en déduited/équation f(x) = 0admet au moins une
solution dans l'intervalle [- 3 ; - 2].
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EXERCICEN°1:

Par lecture du tableau de variations :

* Sur l'intervalle ]- o ; - 2], la fonctionf est strictement décroissantd(eR) = - 3. Par suite :
Ox0O]-00 ;-2],0na f(x)>- 3 etl’équation f(x) = - 4 n’a donc pas de solution sur Jeo ; - 2].

* Sur lintervalle [- 2 ;1], la fonctionf est strictement croissantefgt2) = - 3. Par suite :

. 1 - 1 A H — ] - 1
OxO[-2 ,—], on a f(x) > - 3 etl'équation f(x) = - 4 n’a donc pas de solution sur [- 2-2~] :
* Sur l'intervalle [% ; +oo[, la fonctionf est continue et strictement décroissante.

Ona f @) =1et lim f(x)=-o. La fonctionf établit donc une bijection de I’interval[% ; +oo[ sur

X - + o

]- «; 1]. Comme — 41]]- « ; 1], alors d’apres le théoreme de la bijectianea déduit que I'équation

f(x) = - 4 admet une unique solution s{%r + oo[.

Conclusion : L’équation f(x) = - 4 admet exactement une solution suUR, cette solution appartenant
< 1.

a l'intervalle [E ; + oof.

EXERCICEN° 2:

1) * f est continue sUR comme somme de fonctions continuesiBur

* f est dérivable sUR comme somme de fonctions dérivablesiRut :

OxOR,onaf(x)=€¢+1.

Ox0OIR, on a f(x) > 0, ce qui prouve que la fonctibest strictement croissante $Rir
*On prouve que : limf(x) =-c et lim f(x) = +c.
X —» -00 X —» + o0

f établit donc une bijection d® surR. Comme OJ R, alors d’apres le théoreme de la bijection, on en

déduit que I'équationf(x) = 0 admet une unique solutiorx dansR.
2) Voir représentation ci-contre.

Il semblerait quer soit compris entre (- 2) et (- 1).

En faisant un zoom ou en utilisant le tableur dealaulatrice, on
effectue un balayage de l'intervalle [- 2 ; -1] aws pas de 0,1 et on
obtient :- 1,3 <a <-1,2(f(- 1,3)=- 0,027 ef(- 1,2)= 0,101).

3) f est strictement croissante Ruetf(a) = 0. Par suite :
Ox0O]- e ; af, on af(x) < f(a) soitf(x) < 0 et

OxO]Ja; +oof, on af(x) > f(a) soitf(x) > O. i
EXERCICEN° 3 :

32 page 46 du LIVRE :

1) a)f est une fonction polynéme dohest dérivable suR et par suite sur 'intervalle |.

Ox0O1, ona f(x) =3¢+ 2.

1) b) f est continue sur | ; strictement croissante stifd) = - 2 etf(3) = 31, dond réalise une bijection
de | sur l'intervalle [- 2 ; 31]. Commel[0[- 2 ; 31], par application du théoreme de ladiign, on en
déduit que I'équatiof(x) = 0 admet une unique solution dans I.

2) a)On prouve qus 1Ij(n<1 1g(x) =let y |1II;](’I> 1g(x) = 3, par suitg n'admet pas de limite en 1 et la

fonctiong n’est donc pas continue en 1. Le théoreme dgdatlmin ne peut donc pas étre utilisé dans ce
cas.
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2) b) On résoug(x)=0:

Sur [0 ; 1[, on trouve :% et comm%1 af[o; 1], alors% est solution dg(x)=0;

Sur [1; 2], on trouve :g et Comm$5 af[1; 2], anrsg n’est pas solution dg(x) = 0.
Conclusion : L’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans J qui est 0,5.
37 page 46 du LIVRE :

* fest une fonction polynéme donc f est continue sur IR.
Par lecture du tableau de variations, f est strictement croissante sur ]- o ; 0] ;
lim f(x) = - et f(0) = 1.
X - -00
f réalise donc une bijection dec-; 0] sur J-o ; 1].
Comme (- 1) ]- o ; 1], d’apres le théoreme de la bijection, on éduit que I'’équatiof(x) = - 1 ou
I'équationf(x) + 1 = 0 admet une unique solution sur l'intervidle ; O].
* De la méme fagon, on prouve gueéalise une bijection de ]0 ; 2[ sur ]- 3 ; 1jgeief réalise une
bijection de ]2 ; 4eo[ sur - 3 ; +oo.
D’aprés le théoréme de la bijection, on en dédust Iequatiorf(x) = - 1 ou I'équatiori(x) + 1 = 0 admet
une unique solution sur l'intervalle 0 ; 2[ et umgique solution sur l'intervalle ]2 ; es[.

Conclusion : L’équation f(x) + 1 = 0 admet exactement trois solutions distincesur R.
38 page 46 du LIVRE :

3 1) 1 1 1
1)f(- 1) _-214- Zj_zlf(o) _-2 etf(l) - 2'
2) * f est une fonction polynd6me donc f est continue sur R.

1 1
*OOIf(-1) ;/{— Ej[ ; 0 L 1f(0) 'f(_i)[ et 0 LJ]f(0) ; f(1)[, donc, d’apres le T.V.1., on en déduit qu’il existe

1 1
au moins un réel a; dans ]-1; -—[ tel que f(ay) = 0 ;au moins un réel a, dans ]-5; 0[ telquef(ay) =0;

au moins un réel a3 dans ]0; 1] tel quef(as) = O.

Conclusion : L’équation f(x) = 0 admet au moins trois solutions réelles distites dans l'intervalle
[-1;1]

39 page 46 du LIVRE :

1) On prouve que : limf(x) =+ et lim f(x) = - oo,

X - -0 X - + 00

2) a) et b)f est une fonction polynéme dofiest dérivable suR et on a I x O R, f'(x) = 3(1 —-x)(1 +X).

X
(%) - 0 + 0 -

f \ 3 / \_w

3) * f est une fonction polynéme donc f est continue sur R.

*f(-2) =3 eff(2) =- 1.

On prouve qué réalise une bijection de [- 2 ; - 1] sur [- 1 ;;3]ne bijectionde [- 1 ; 1] sur[- 1 ; 3] et une
bijection de [1 ; 2] sur [- 1 ; 3]. Par applicatidn théoreme de la bijection successivement swauchdes
intervalles [-2 ;- 1] ;[-1; 1] et [1; 2], aan déduit que I'équatioifx) = 0 admet une unique solution sur
chacun de ces intervalles.
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90 page 52 du LIVRE :

1) Réponse c.

On pose(x) =X — 5¢ + 7x — 3 pour tout réet.

* Soit on trouve les racines @), qui sont 1 (racine double) et 3 ;

* Soit on prouve quéréalise une bijection de e ; 1] sur ]-o0 ; 0] ; une bijection de [1%] sur[-g—g; 0]
et une bijection d££ ; +oo] sur[- g—;; +oo[. On applique ensuite le théoréme de la bijection

successivement sur chacun des intervalles;]1] ; [1 %] et [g ; +oo[ pour en déduire I'existence de

deux solutions : 'une commune aux deux premiderualles et une sur le 3eme intervalle.
2) Réponse c.
, X—1 2x+sSirKk _2x+1
Ox>3,onal encadremenlzz < < :
X-3 X-3 x-3

Par théoreme de comparaison, on prouve qug Sﬁ(n) = + o et par théoreme d’encadrement, on
X > 3X>

prouve que limf(x) = 2.
X > +oo
2X+1 2x+sik _ 2x-1
X-3 7~ x-3 7 x-3°
Par théoreme de comparaison, on prouve qug 3|i(’)<l) = - 00,
X - 3X<

O x< 3, on al'encadrement

3) Réponses a. ; c. et d.
a) On prouve queld x# 1,f(x) =x—1 +XL1 et par suite Ii+m[f(x) - x-1)]=0.
R oo

b) On prouve que x> 1, on a f(x) — (x — 1) :X\/X-l(l —A\ /X—_z—l et lim A /X—;z—lzo. Onen
X X o + 00

déduit que IiJ[n [f(X) — (X — 1)] = +oo.
X - (o]

1+

a1 T Ax
X+1 \/;(_'_L

\fx

d) Il est évident que IJirm[f(x) — (x—1)] = 0 dans ce cas particulier.
X - 00

c) On prouve queld x#- 1,f(x)— (x— 1) et par suite Ii+m [fx)— x—1)] =0.
X > + o0

e) On prouve que limf(x) = 1 donc la courbe représentativef @met une asymptote horizontale
X

- t+ oo
d’équationy = 1 au voisinage de ().
EXERCICEN° 4 :

Soitf la fonction définie sur [Og] par :f(x) = cos K) —x.

* La fonctionf est continuesur [0 ;g] en tant que somme de fonctions continues suntatalle.

* La fonctionf est dérivable sur [Og] en tant que somme de fonctions dérivables suntmvalle.

OxOJ[0 g] on a f'(x) = - sinf) — 1.

Sur [0 g] ona:(sink)<1,dou:-2<f(x)<-1<0.

OxOJ[0 g] on a f'(x) <0, ce qui prouve que la fonctibest strictement décroissarsig [0 g]
Tl

* : — n_ I
On a:f(0) =1 eff (2) =-%
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Sous toutes ces conditions, on en déduitfgaalise une bijectiode [0 ?%l] sur[- g; 1].

Comme O [1—2T 1], alors, d’aprés le théoréme de la bijectmmen déduit que I'équatid(x) = 0 admet
une solution uniquea dans [0 %l]

Par suite, I'équation (E) admet bien une solution nique a dans [0 %l]

* Par balayages successifs avec le tableur dddalatrice, on obtient :

f(0) = 1 etf(1) = - 0,46. On a (1) <f(a) <f(0) et commd est strictement décroissante sur [0 ; 1], on en
déduit: 0 <a < 1.

Avec le tableur de la calculatrice, on effectuebatayage de l'intervalle ]0 ; 1[ par pas success#®,1 ;
puis de 0,01 et enfin de 0,001.

f(0,7)= 0,06 eff(0,8)= - 0,10 donc 0,7 « < 0,8 ;

f(0,73)= 0,015 eff(0,74)= - 0,0015 donc 0,73 & < 0,74 ;

f(0,739)= 1,4 x 10* etf(0,740)= - 0,0015 d’'oui : 0,739 & < 0 ,740.

Conclusion :a = 0,739 & 10° prés par défaut.
EXERCICEN°5:

79 page 50 du LIVRE :

1) Représentation ci-contre.

. . . 1
On peut conjecturer que I'équation gin X admet une seule
solution dans |.

2) a)f est dérivable sur | comme somme de fonctions diles

sur .Ox0OI, on a:f(x) = cosk) — 1 On vérifie :f @) %-%=O.
2) b)
X 0 g )
f'(x) + 0 -
WER:
f / 2 6 \ o
0 2

Pour étudier le signe d&x), on utilise le fait que la fonction cosinus esicé¢ément décroissante
sur [0 ;.

3) a)On prouve quell x[1]0 E] on af(x)> 0 donc I’équation SiR :%x n‘admet pas de solution sur

517 6[ etcomme(])][ > ﬁ n[ on
conclut grace au théoreme de la bijection que Béignf(x) = 0 admet une unique solutlarsur

]g;ﬂ]

Conclusion : L’équation f(x) = 0 ou I'équation sinx :%x admet une unique solutiomx sur]O ; TH.

10; n] On prouve quéétablit une bijection d}— T sur[

3) b) Avec le tableur de la calculatrice, on effectuebalayage de I’intervall}g; 1{ par pas successifs

de 0,1 ; puis de 0,01 ; puis de 0,001 et enfin,ded.
On trouve que f(1,8954)= 7,7 x 10° etf(1,8955)= - 4,7 x 10° d'oul 'encadrement de de longueur

104:]1,8954 <a < 1,8955.
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EXERCICE N° 6 : Extrait de I’épreuve du concours ESIEE (mai 2010)
(A) FAUX. f(1) = - 4.

On prouve quelJx< 1, on M:x—l ettlx>1, on M—é,

x-1 x-1 ~X
onendeduit: tim =B _ggp iy K=D)_ 5 par suité (1) = 0 etf 4(1) = 5.
x-1x<1 X-1 x-1x>1 X-1
Les nombres dérivés d& droite et & gauche en 1 ne sont égdargcf n'est pas dérivable en 1
(B) VRAI.

On a prouvé dans la question (A) dug€l) = 0 . DondC admet une demi-tangente horizontale a gauche
au point I(1 ; - 4).

(C) FAUX.

f est continue et dérivable surd-; 1] comme fonction polynéme eton & x [0 ]- o ; 1[, f(X) = 2x — 2.

f est continue et dérivable sur ]1 ¢of comme fonction rationnelle ne s’annulant pascatrintervalle et

ona:xO]l; +oof, '(X) :%

Par ailleurs, lim fx)=1°-2x1-3=-4 et Ilimf(x)= lim X;5=-4
X 1x<1 S 1x>1 Xx-1x>1 X

Comme lim f(x) = lim f(x), alors la limite dé en 1 existe et vaut (- 4).
X - 1x<1 X-1x>1

Comme Iirrllf(x) = - 4 =f(1), alors la fonctiori est continue en 1 et par suitest continue suRr.
X —

On prouve qué établit une bijection de po ; 1] sur [- 4 ; +oo[ et une bijection de ]1 ; e[ sur |- 4 ; 1].
On applique le théoreme de la bijection sur cha@sintervalles Jeo ; 1] et ]1 ; +oo[ et on en déduit
deux solutions exactemend I'équationf(x) = O.

Remarque : on peut aussi résoux¢= 0 sur ]-o ; 1] et sur ]1 ; 4o[. On trouve alors S ={- 1 ; 5}.
(D) FAUX.

f est continue en 0 dor)1(c Igftx) =f(0) = - 3, qui n’est pas infinie.

(E) VRAL.
lim f(x) = 1 donc la courbe représentativef delmet une asymptote horizontale d’équagienl au

X - +00
voisinage de (+0).
EXERCICEN® 7 :
75 page 50 du LIVRE :

2X2(X +
1) On prouve quéest dérivable suR \ {- 1} eton a :0x O R\ {- 1}, f(x) :m_r.

Nw

Ox0O ] 3 ;- 1[, ona f(x) > 0 etf’ (—g): 0, donc la fonctiomest strictement croissante E[H% ;- 1.
2)

3
X ) -1
fix) | 0 + ||
+ oo

4

3) f est continue SL[rg ; - 1] comme fonction rationnelle ne s’annulang par cet intervalle.

. . 3. 3)_27 - _
f est strictement croissante s[unz ;- 1. f(— 2) =72 etx . |1II’I(1< ] l1‘(x) = + o0,

Doncf établit une bijection dE-§ | sur[%7; +oof eton a doné([-g ;- 1[) = [277 +oof .
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Comme 10] [277 + o[, alors d’'apres le théoreme de la bijection, oméduit que I'équatiof(x) = 10

: . . 3
admet une solution unique dans I’mterve[llez ;- 1.

76 page 50 du LIVRE :
f est une fonction polynéme dohest continue et dérivable dBrdonc sur | = [0 ; 3].

Ona:0OxONR,f(x) =2x- 1). On prouve quiétablit une bijection de [0 ; 1] sur [- 4 ; - 3]une
bijection de [1; 3] sur [- 4 ; 0].
On en déduit quef(l) =[-4;-3]0[-4; 0] =[- 4; Q]

77 page 50 du LIVRE :
2

On prouve qued x IR, on af(x) :?X+_1'

f est une fonction rationnelle définie $Ri(carx® + 1# 0 pour tout réek), doncf est continue suR.
On prouve qué est dérivable suR et on a I x O R, f'(x) :(—X22+X—1)z.

On prouve que)é él!rgf(x) =1 etx Ji[rnmf(x) =1.

On prouve qué établit une bijection de po ; 0] sur [0 ; 1[ et une bijection de [0 o¢f sur [0 ; 1[.
On en déduitf(R) = [0 ; 1].



